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Введение.
Актуальность темы.

    В школьном курсе математики   ведущее место занимают уравнения и системы уравнений. Это объясняется тем, что уравнения широко используются в различных разделах математики, в решении важных прикладных задач.                                                       Многие задачи практики приводят к необходимости решать системы линейных уравнений. При конструировании инженерных сооружений, обработке результатов измерений, решении задач планирования производственного процесса и ряда других задач техники, экономики, научного эксперимента приходится решать системы линейных уравнений.  Применение опыта решения систем   уравнений   способствует развитию логической культуры.  На математических олимпиадах, в заданиях ГИА в 9 классе и в заданиях ЕГЭ практически всегда присутствуют системы  алгебраических уравнений с несколькими неизвестными.  
Цель  работы.    Поиск различных способов и методов решения систем уравнений.
Задачи:  1. Изучить литературу   по методам решения систем уравнений.                              2. Научиться  решать  системы линейных уравнений  различными способами.                            3. Познакомить обучающихся 9 класса с особыми способами решения систем уравнений.
Из истории решения систем уравнений.

  При изучении литературы по методам решения систем уравнений я встретилась с  интересной  задачей.

Как-то лошадь и мул вместе вышли из дома, 
Их хозяин поклажей большой нагрузил, 
Долго – долго тащились с поклажей знакомой, 
Из последних уже выбиваяся сил. 
«Тяжело мне идти!» - лошадь громко стенала. 
Мул с иронией молвил (нёс он тоже немало): 
«Неужели, скажи, я похож на осла?
Может, я и осёл, но вполне понимаю: 
Моя ноша значительней больше твоей. 
Вот представь: я мешок у тебя забираю, 
И мой груз стал в два раза, чем твой, тяжелей. 
А вот если тебе мой мешок перебросить, 
Одинаковый груз наши спины б согнул». 
Сколько ж было мешков у страдалицы – лошади? 
Сколько нёс на спине умный маленький мул?

Чтобы ответить на вопрос задачи нужно составить систему уравнений с 2-мя переменными. Пусть x – поклажа, которую несла лошадь, а y – поклажа, которую нес мул. 

 Составим таблицу:
	Две неизвестные величины
	Было
	Когда мул забрал мешок стало
	Когда мул отдал мешок стало

	Поклажа, которую несла лошадь
	х


	х – 1


	х + 1



	Поклажа, которую нес мул
	у


	у + 1


	у – 1



	1 уравнение
	2(х – 1) = у + 1

	2 уравнение
	х + 1 = у – 


Получили систему уравнений, решив которую мы ответим на вопрос задачи.
[image: image2.png]{y+1:2(x71)
y—1=x+1
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.  
Значит, лошадь несла 5 мешков, а мул – 7 мешков.  
     Возникает вопрос,  как  давно известны системы уравнений и их  методы решения.  
    Издавна применялось исключение неизвестных из линейных уравнений. В XVII - XVIII в.в. приемы исключения разрабатывали Пьер Ферма (1601—1665), Исаак Нью́то́н (1643 —1727), Карл Гаусс(1777—1855), Леонард Эйлер(1707—1783), Рене Декарт(1596 - 1650), которые навсегда вписали свои имена в золотой фонд великих ученых-математиков. В древневавилонских текстах, написанных в III – II тысячелетиях до н.э., содержится немало задач, решаемых с помощью составления систем уравнений, в которые входят и уравнения второй степени. Например: Задача. Площади двух своих квадратов я сложил: 25 и 5/12. Сторона второго квадрата равна 2/3 стороны первого и еще 5. 

[image: image81.png]=2+~




Соответствующая система уравнений в современной записи имеет вид:        
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.

5

3

2

,

12

5

25

2

2

+

=

=

+

х

у

у

х

                                                                                                                            Данную систему можно решить способом подстановки. 
Способ подстановки и способ сложения
      Для решения системы уравнений с двумя переменными используются разные способы. В курсе алгебры 7 класса мы познакомились с решением систем уравнений способом подстановки и способом сложения. Алгоритм, который был выработан в 7 классе, вполне пригоден для решения систем любых уравнений с 2-мя переменными.      Решим систему двух уравнений второй степени с двумя переменными

2х2 + х - Зу - 16 = 0,  (1)
у - х2 + 6 = 0.    

Выразим из второго уравнения переменную у через переменную х. Получим

у = х2 - 6.

Подставим в первое уравнение вместо у выражение х2 - 6. Получим систему, равносильную системе (1):

2х2 + х - 3(х2 - 6) - 16 = 0,  (2)
у = х2 - 6.

В системе (2) первое уравнение есть уравнение второй степени с одной переменной. Решив его, найдем:

х1 = 2, х2 = -1.

Подставив в уравнение у = х2 - 6 вместо х его значения 2 и -1, найдем соответствующие им значения у:

у1 = -2, у2 = -5.

Значит, система (2), а следовательно, и равносильная ей система (1) имеют два решения: (2; -2) и       (-1; -5).

Ответ: (2; -2), (-1; -5).

Таким образом, при решении системы двух уравнений с двумя переменными способом подстановки

1)   выражают из какого-либо уравнения системы одну переменную через другую;

2)   подставляют вместо этой переменной полученное выражение во второе уравнение;

3)   решают получившееся уравнение с одной переменной;

4)   находят соответствующие значения второй переменной.

Способ подстановки применим тогда, когда из какого-либо уравнения системы можно выразить одну переменную через другую и решить получившееся уравнение с одной переменной. Этим требованиям удовлетворяет любая система, состоящая из уравнения первой степени и уравнения второй степени.

Рассмотрим теперь применение способа сложения.  Решим систему:
x2 -2у2 + х = -6,


x2- 3у2 = -11.

С помощью почленного сложения левых и правых частей уравнений можно исключить слагаемые, содержащие переменную у. Для этого надо предварительно умножить обе части первого уравнения на 3, а второго — на -2:

Зх2 - 6у2 + Зх = -18,

-2х2 + 6у2 = 22.                       х2 + Зх = 4.

Решив это уравнение, получим

х1 = -4, х2 = 1.

Найдем соответствующие значения у, используя второе уравнение исходной системы:

Зу2 = х2 + 11; 

если х = -4, то у = -3 или у = 3; 

если х = 1, то у = -2 или у = 2.

Ответ: (-4; 3), (-4; -3), (1; 2), (1; -2).

Таким образом, при решении системы двух уравнений с двумя переменными способом сложения:

1)    умножают левые и правые части уравнений на некоторые числа;

2)    складывают почленно левые и правые части уравнений;

3)    решают получившееся при сложении уравнение с одной переменной;

4)    находят соответствующие значения второй переменной.

Способ сложения применяется тогда, когда при почленном сложении левых и правых частей уравнений, после их умножения на некоторые числа, можно получить уравнение с одной переменной.
Графический способ решения систем уравнений

Но не все системы уравнений можно решить с помощью способа подстановки  или способа сложения
[image: image8.png]



Для решения данной системы воспользуемся графическим методом.                           Для решения системы уравнений графическим способом надо:                                                      1.Выразить переменную У через Х (если возможно);                                                                                        2. Построить график каждого уравнения;                                                                                                   3. Найти координаты точки пересечения графиков. 

Координаты любой точки построенного графика являются решением уравнения, следовательно, координаты каждой точки пересечения являются решением системы уравнений.

[image: image10.png]y=vx—1



 при х  ≥ 1
 [image: image12.png]2+x—5=x—-3 npux=5
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Ответ:  (5;2).
Рассмотрим на примерах другие способы решения систем уравнений с 2-мя переменными. Такого вида системы уравнений встречаются в сборниках для подготовки к ГИА.          Решим систему.
 9х2 - у2 - 3х + у = 0,

  х2 + у = ху.

Правая часть первого уравнения системы — число 0, а левая — многочлен второй степени. Попытаемся разложить его на линейные множители.

9х2 - у2 - 3х + у = (3х - у)(3х + у) - (3х - у) = (3х - у)(3х + у - 1).

Получаем систему

(3х - у)(3х + у - 1) = 0,  (1)
х2 + у = ху,                             которая равносильна совокупности двух систем:
3х - у = 0,        или       3х + у - 1 = 0,

[image: image14.png]


+ у = ху            [image: image16.png]


  + у = ху.

Данные системы решаем способом подстановки.   Первая из них имеет два решения: (0; 0) и (1,5; 4,5), а вторая — одно решение: (0,5; -0,5). Объединение множеств решений этих систем является множеством решений системы (1), а значит, и исходной системы.

Ответ: (0; 0); (1,5; 4,5); (0,5; -0,5).

Решение симметрических систем уравнений

Рассмотрим решение симметрических систем уравнений.

Определение: система с n неизвестными называется симметрической, если она не изменяется при перестановке неизвестных.

 Решим систему уравнений:

[image: image17.png]



Симметричная структура уравнений подсказывает следующий приём. Перемножим уравнения системы: [image: image19.png]


.  Следовательно,  xyz = ±6.

Рассмотрим случаи:
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   [image: image29.png]



Ответ: ([image: image31.png]


; 3; 3), (-[image: image33.png]


; -3; -3).

Вообще, если левые части обоих уравнений системы [image: image35.png]


 являются симметрическими многочленами от переменных х и у, то удобно решать их с помощью замены [image: image37.png]x+y=a,xy=>b, z20e




[image: image39.png]X+y uxy



 - основные симметрические многочлены.
При этом [image: image41.png]2 — 2bax*+ y*=a’>— 3abx+y=a



.

Возведём обе части равенства  х + у = а в квадрат:
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.
Аналогично, [image: image45.png](x+y)° =a* x°+ 3x°y+3xy*+y°

B
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.
Решим симметрическую систему уравнений: [image: image49.png]{

x+y=3
G2 +y?)xy =10




Обозначим [image: image51.png]



[image: image53.png]{ a=3
(a? — 2b)b = 10



             [image: image55.png]{ a=3
(9—2b)b =10




Решим 2-е уравнение системы:

[image: image56.png]20> =9b+10=0




D=81-10=1

[image: image57.png]



Значит, система равносильна совокупности 2-х систем:

[image: image59.png]


  или [image: image61.png]{x+y:

xy =25




Решение 1 системы: (1;2) и (2;1). Вторая система решений не имеет.

Системы уравнений, левые части которых  однородные многочлены

Решим следующую систему:

[image: image63.png]{x2 + 4xy—5y*
x®— 3xy+4y=0



  (1)                                                                                                                         Левая часть первого уравнения системы — однородный многочлен, т. е. многочлен, все члены которого имеют одну и ту же степень.  Легко убедиться, что пара (0; 0) является решением системы. Рассмотрим теперь случай, когда у ≠ 0. Разделив обе части первого уравнения на [image: image65.png]


, получим квадратное уравнение относительно [image: image67.png]


.
[image: image68.png]



Решив его, найдем, что [image: image70.png]


 = 1 или [image: image72.png]


 = - 5. Отсюда х = у или х = - 5у.                                         Таким образом, решение системы (1) можно свести к решению совокупности двух систем:

[image: image74.png]{2
x? —3xy +4y
Xy
0



или     [image: image76.png]{x —3xy+4y=0




Первая из них имеет два решения: (0; 0) и (2; 2), вторая — также имеет два решения: (0; 0), (0,5; -0,1). Условию у ≠ 0 удовлетворяют две пары: (2; 2) и (0,5; -0,1). Однако  мы установили, что пара (0; 0) также является решением системы (1).

Ответ: (0; 0), (2; 2), (0,5; -0,1).

Заметим, что правой частью второго уравнения системы (1) также является число 0. 
Однако делением обеих его частей на у2 (или х2) не удалось бы его свести к квадратному уравнению относительно 
[image: image77.wmf]у

х

, так как левая часть уравнения х2 - 3ху + 4у не однородный многочлен.

Метод Гаусса
Рассмотрим систему уравнений с  тремя неизвестными

Решить систему уравнений: 
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Для её решения применим метод Гаусса, который состоит в том, что равносильными преобразованиями приводим данную систему к треугольной форме. Прибавим к первому уравнению второе, умноженное на - 2, получим  -y + z = 1 или 

y – z = -1.
Далее к третьему уравнению системы прибавим второе, умноженное на – 3, получим уравнение  

- 2y - 2 z = -10 или у + z =5.
Наконец, прибавим к этому уравнению уравнение  y - z = - 1 и получим 2 z = 6, т.е. 
 z = 3. 

В результате преобразований получим систему уравнений:    
Системы такого вида называют треугольными, они легко решаются. Действительно из второго уравнения получим y = z – 1 = 3 – 1 = 2, а из первого уравнения получим 
х = 6 - y - z = 6 – 2 – 3 = 1.   

 Ответ: (1; 2; 3)
Заключение
            В данной работе мною рассмотрены способы решения систем уравнений. В результате работы мною была изучена дополнительная литература по методам решения систем уравнений, подобраны и решены системы уравнений. Материалы, рассмотренные в работе, могут использовать обучающиеся 9 класса. Знание способов решения систем уравнений поможет нам при сдаче ГИА по математике.
Я думаю, что эти знания нам пригодятся в будущем, ибо как сказал немецкий физик 18 века Г. Лихтенберг, - то, что вы вынуждены открыть сами, оставляет в вашем уме дорожку, которой вы сможете снова воспользоваться, когда в этом возникает необходи
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